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广义关联分析——兼论灰色关联的本质

王旭升, 葛龙进
(武汉中国地质大学研究生院, 湖北 武汉　430074)

摘要:　在全等关联概念的基础上,提出了广义关联和映射关联的概念和算法,将统计线性相关和灰
色关联统一在映射关联中,证明灰色关联是一种保比关联,提出了影响的定量概念Λ 最后用实例证明
不同的关联方式,对数据序列的关联排序结果也不同Λ
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Abstract: 　Based on the defin it ion of congruen t rela t ion, the algo rithm and concep t of

generalized relat ion ( reflect ive relat ion ) w ere pu t fo rw ard, and stat ist ic linear
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关联分析或相关分析,是数据处理和系统分析中最普遍的方法之一,尤其在灰色系统理论中具有关键

地位,应用非常广泛Λ 但是,由于实际应用中的一些问题,近年来人们逐渐认识到灰色关联分析的缺陷,怀

疑它不具有规范性[1 ],研究者提出了许多对灰色关联度计算的改进方法[2 ] ,如面积关联度、斜率关联度、相

对变率关联度、绝对关联度等[3, 4 ] ,这种局面不能不说有点混乱,但预示了灰色关联的本质问题所在Λ 本文

将从一个完全不同的角度审视这个问题,得到一些结论,希望能和大家讨论Λ
目前,统计理论有相关的概念和相关系数的算法,与灰色系统理论中的关联概念和灰关联度算法,两

者并不相容Λ 关联,从广义上讲,是指集合之间的联系,数学上通常指不同数据对象之间相互影响、相互依

赖的关系Λ我们认为,任何两个对象之间都是有联系的,只不过联系的方式和速度因条件而异,希望从一般

的意义上建立关联的量化概念和算法,这就是广义关联Λ 在广义关联体系下,统计理论的线性相关和灰色

系统理论的灰色关联都是某种特定的关联Λ
广义关联以全等关联为基础Λ

1　全等关联
全等关联是指两个向量 (序列)接近完全相等的程度,其几何意义是相互重合的程度Ζ对任意两个向量

(或序列,以后不再指明) X = (x 1, x 2,⋯, x n)、Y = (y 1, y 2,⋯, y n) , 全等关联用全等关联度 R = (X , Y )来度
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量,元素之间的全等关联用关联系数 Χ(x i, y i)刻画,这沿用了灰色系统理论的一些思想Ζ
全等关联取的是距离的反义,但并不等效,不能直接用距离来说明关联Ζ 我们有如下定义:

定义 1　x , y , z , u 为实数,存在函数 Χ∈ (0, 1) ,满足:

1) Χ(x , x ) = 1;

2) Χ(x , y ) = Χ(y , x ) ;

3) 若 Χ(x , u) Ε Χ(y , u) , 且 Χ(y , u) Ε Χ(z , u) ,则 Χ(x , u) Ε Χ(z , u) Ζ

称 Χ(x , y )为 x , y 的关联系数Ζ

定义 2　X , Y , Z ,U 均为 n 维向量,存在单值函数R = ∈ (0, 1) , 满足:

1) R = (X , X ) = 1;

2) R = (X , Y ) = R = (Y , X ) ;

3) 若 R = (X ,U ) Ε R = (Y ,U ) , 且R = (Y ,U ) Ε R = (Z ,U ) , 则R = (X ,U ) Ε R = (Z ,U ).

称 R = (X , Y )为 X , Y 的全等关联度Ζ

构造关联系数的算法有很多,其中,把它表示为距离的函数是最基本的方法Ζ 而全等关联度的一般算

法是,首先对向量作变换:

(X , Y ) →△ (X , Y ) = (△1,△2,⋯,△i,⋯,△n) , △i = ûx i - y iû;

并存在 n 维零向量O (0, 0,⋯, 0) ,不妨将△ (X , Y )也简写为△,令R = (X , Y ) = R = (△, O ) Ζ

计算△ (X , Y )与O 的全等关联度有如下两种方法:

1) 加权平均距离法,取

Β =
1
n 6

n

i= 1

Ξi△p
i

(1öp
(1)

R = (X , Y ) = Χ(Β, 0)

其中 Β为△与O 的加权平均距离, Ξi为权系数, 0Φ ΞiΦ 1. 把关联系数表示为:

Χ(Β, 0) = 1 - aΒb,　　a, b为特定系数Ζ (2)

在统计学中经常使用均方差:

Β =
1
n 6

n

i= 1

△2
i (3)

　　2) 加权平均关联系数法,计算 Χi= Χ(△i, 0) , i= 1, 2,⋯, n 如邓氏关联系数[5 ]:

Χ= (Κ△m ax + △m in) ö(△i + Κ△m ax). (4)

取 Χi 的加权平均值为X , Y 的全等关联度,即

R = (X , Y ) =
1
n 6

n

i= 1

ΞiΧi,　Ξi 为权系数Ζ

2　映射关联
广义关联实质就是以全等关联为基础的映射关联,即向量之间能够通过某种映射变换接近完全相等

的程度Ζ 映射可以用函数表示,也可以用一系列串联的变换表示Ζ

定义 3　对 n 维向量X , Y ,设有映射 f ,使

F = f (X , Y ) ,

F = (f 1, f 2, ⋯, f n)为一 n 维向量Ζ 则
R f (X , Y ) = R = (F ,O )

为 X , Y 之间关于 f 的映射关联度Ζ 其中O 是 n 维零向量Ζ

映射关联度不一定满足对称性 R f (X , Y ) = R f (Y , X ) Ζ

由全等关联和映射变换建构的这种广义关联概念和算法体系,具有很大的灵活性Ζ 在此体系下,关联

度是一个不明确的量,某映射关联度才有实在的意义,这提高了关联分析的明晰程度,回答了“怎样关联”
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的问题Ζ
下面是一些典型的映射关联:

1) 平行关联,表示两个向量对应分量之差值保持一致的趋势,在几何上表示平行的趋势Ζ

平行关联度定义为 R # :

R # (X , Y ) = R = (X - A , Y - B ) (5)

其映射方式为:

# : F = (X - A ) - (Y - B ) ,

其中,A = (a , a ,⋯, a) ,B = (b, b,⋯, b)均为 n 维向量, a, b是特定的平移系数Ζ平行关联度反映的是X 能够

通过平移变换X + (B - A )与 Y 相接近的程度Ζ

2) 保比关联,表示两个向量对应分量之比值保持一致的趋势,几何意义是两个向量夹角为零的趋势Ζ

保比关联度定义为 R Η:

R Η(X , Y ) = R = (aX , bY ). (6)

其映射方式为:

Η: F = aX - bY ,

a , b为特定比例系数Ζ保比关联度反映的是向量X 能够通过比例变换 aX öb与 Y 相接近,或者向量 Y 能够

通过比例变换 bY öa 与 X 接近的程度Ζ

3) 线性关联,表示两个向量线性关联 (统计学称线性相关)的程度Ζ

线性关联度记为 R ∠:

R ∠ (X , Y ) = R = (aX - C , bY - D ) ,

其中, C = (c, c,⋯, c) , D = (d , d ,⋯, d )均为 n 维向量, a , b, c, d 是特定系数Ζ

其映射方式为:

∠: F = (aX - bY ) - (C - D ) ;

或者 ∠: F = a (X - C′) - b (Y - D′).

其中 n 维向量C = (c′, c′,⋯, c′) , D = (d′, d′, ⋯, d′) , c′, d′也是特定系数Ζ

如果取映射为:

h:
f i = (x i - xθ) ör1 - (y i - yθ) ör2, Α> 0;

f i = (x i - xθ) ör1 + (y i - yθ) ör2, Α< 0;
(8)

即统计学中的标准化变换Ζ 其中 Α是用于反映正负相关的向量内积:

Α= 6
n

i= 1

(x i - xθ) (y i - yθ) ,

比例系数 r1, r2为标准协方差:

r1 =
1
n 6

n

i= 1

(x i - xθ) 2 ,　r2 =
1
n 6

n

i= 1

(y i - yθ) 2.

采用均方差 (3)式来计算全等关联度,有:

R ∠ (X , Y ) = R = (X ör1, Y ör2) = Χ(Β, 0) ,

Β =
1
n 6

n

i= 1

△2
i = 2 -

2
r1 r2

6
n

i= 1

x iy i = 2 (1 - û rû ) ,

其中, r为统计理论的线性相关系数:

r = 6
n

i= 1

(x i - xθ) (y i - yθ) 6
n

i= 1

(x i - xθ) 26
n

i= 1

(y i - yθ) 2

同时,由 (2)式令　　　Χ(Β, 0) = 1- aΒb= 1-
1
2 Β2,

即 R ∠ (X , Y ) = û rû. (9)
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　　在此把 (8)式 h 映射下的映射关联度称为统计线性关联度,记为R h∠,由 (9)式可知,线性相关系数的绝

对值就是统计线性关联度Ζ去掉 (8)式中的数据平移项,线性相关系数将退化成统计学的相似系数,其绝对

值即统计保比关联度,记为R hΗΖ仅用平均值进行平移变换,可以得到统计平行关联度,记为R h# Ζ显然,平

行关联和保比关联是线性关联的特例,是比线性关联约束更强的关联Ζ

统计关联度具有对称性和规范性 (关联度不随相应的线性变换而变化) :

R h (X , Y ) = R h (Y , X ) ,

R h#
(X , Y ) = R h#

(X + B , Y ) ,

R hΗ(X , Y ) = R hΗ(aX , Y ) ,

R h∠
(X , Y ) = R h∠

(aX + B , Y ).

B 是以 b为分量的常向量, a, b为常数且 a≠0Ζ 具有这些性质的关联度不妨称为标准关联度Ζ

3　灰色关联是一种保比关联
定理　初值化处理的灰色关联是对应映射为 g : F = X öx 1- Y öy 1 的保比关联Ζ

以 Y 为参考序列, X 为比较序列,灰色关联的初值化变换是

p : X → X öx 1, Y → Y öy 1

令 X 1= X öx 1, Y 1= Y öy 1, 则 x i 与 y i的关联系数为

Χi (p ) = (Ξ + Κm ) ö(△i + Κm ) , 　i = 1, 2,⋯, n,

其中 Ξ= m in {û x i (k ) - y i (k ) û }, m = m ax {û x i (k ) - y i (k ) û }, k = 1, 2, ⋯, n , Κ为分辨系数, △i =

ûx 1 ( i) - y 1 ( i) ûΖ 于是灰关联度为:

R g (X , Y ) = R = (X öx 1, Y öy 1) =
1
n 6

n

i= 1

Χi,

即以 x 1, y 1 为比例系数的保比关联度Ζ

不难证明多个比较序列时的情况,由此可见,灰色关联又是保比关联的一个特例,它反映的是参考序

列 Y 与比较序列X 对应元素比值保持 y (1) öx (1)的趋势,它不是线性关联度而是保比关联度ΖR g (X , Y )和

统计保比关联度一样具有对称性和规范性:

R g (X , Y ) = R g (Y , X ) ,

R g (X , Y ) = R g (aX , Y ) ,

R g (X , Y ) ≠ R g (A x + B , Y ) ,　　a≠ 0, B ≠O ,

这说明灰色关联度也属于标准关联度,之所以有人认为它不满足规范性是因为误作线性关联度Ζ

4　关联分析
在广义关联下,关联分析有了更加广阔的空间,例如: 1)研究不同的关联度算法对关联度计算结果的

影响; 寻找等效关联度; 2) 比较相同映射下多个向量 (序列)的关联度,给关联排序; 3) 对确定的向量 (序

列) ,比较不同映射下的关联度,给映射排序,在系统建模中的选择使关联度达到最大的映射Ζ实际上,无论

是一般统计学,还是灰色系统理论,数据处理中的无量纲化和标准化过程中,都包含映射变换,因此关联分

析或相关分析不能不和这种映射有关Ζ

极大映射关联度可以作为系统建模的目标函数,为模型的参数辨识服务Ζ可以证明,由 (8)式决定的映

射变换,是使线性关联度达到最大的一种映射,根据这一映射能够确定 a, b, c, d 等变换系数的最佳值Ζ 这

也是最小二乘法得到的结果Ζ 非线性回归常常被转换为线性,得到的并不是严格最优解,如用指数 y = aebx

来拟合 X , Y 序列,采用{ln (y i) }与{x i}的线性回归得到的参数 a, b,并不是使{a exp (bx i) }与{x i}的全等关

联度达到最大的参数,因为变量代换影响了求参精度[6 ]Ζ
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在此提出一个新概念:

影响　设向量X , Y 之间对映射 f (X , Y )的关联度为 R ,并且由向量方程 f (X , Y ) = O 存在一阶可导函

数 y (x )和 x (y ) ,则

L f (x öy ) = R õ (dy ödx ) , L f (y öx ) = R õ (dx ödy )

分别称为关于 f 映射 X 对 Y 的影响L f (x öy ) ,以及 Y 对 X 的影响L f (y öx ) Ζ 这对研究数据序列之间的相

互关联和相互作用是有用的Ζ

5　实例
表 1中列出参考序列和比较序列的一批数据,其关系如图 1,表 2是关联度计算结果Ζ

表 1

序数 参考序列 比较序列

N Y X 1 X 2 X 3

1 424. 4 25. 6 380. 8 167. 1

2 433. 6 32. 3 572. 8 175. 8

3 519. 6 120. 1 622. 4 293. 3

4 642. 2 243. 7 653. 7 457. 8

5 731. 6 330. 2 659. 4 574. 0

6 831. 1 432. 5 700. 9 709. 5

7 881. 5 480. 7 722. 4 774. 5

8 1072. 0 671. 8 862. 5 1029. 1

表 2

序数 与参考序列 Y 的关联度

N X 1 X 2 X 3

关联度排序

灰色关联度 0. 73 0. 99 0. 94 X 2> X 3> X 1

平行关联度 0. 99 0. 62 0. 70 X 1> X 3> X 2

统计保比

关联度
0. 95 0. 99 0. 98 X 2> X 3> X 1

线性

相关系数
1. 00 0. 90 0. 99 X 1> X 3> X 2

　　1) 灰色关联度

根据初值化序列计算灰关联系数,分辨系数 Κ取 0. 9,灰关联度为灰关联系数的平均值Ζ 计算得

R g (X 1, Y ) = 0. 73,　R g (X 2, Y ) = 0. 99,　R g (X 3, Y ) = 0. 94,

即 X 2 与 Y 的灰关联度最大Ζ

2) 平行关联度

采用 (4)式计算关联系数:

Χi (k ) = (0. 313 + 184. 342Κ) ö[△i (k ) + 184. 342Κ],　i = 1, 2, 3; k = 1, 2,⋯, 8,

其中△i (k ) = û [x i (k ) - xθ ]- [y (k ) - yθ ]û , 184. 342和 0. 313分别为△i (k )的最大最小值Ζ 由平均关联系数
得平行关联度:

R = (X 1, Y ) = 0. 99, R = (X 2, Y ) = 0. 62, R = (X 3, Y ) = 0. 70,

显然, X 1 与 Y 具有很好的平行关联, X 2 则相反Ζ

图 1　参考序列与比较序列的关系

3) 统计保比关联度

由统计学相似系数,得R hΗ(X 1, Y ) = 0. 95, R hΗ(X 2, Y )

= 0. 99, R hΗ(X 3, Y ) = 0. 98,其排序结果与灰关联度相同,

但是分辨效果要差Ζ
4) 线性关联

计算统计线性相关系数:

r (X 1, Y )≈ 1. 00, r (X 2, Y ) = 0. 90, r (X 3, Y )≈ 0. 99

即X 1, X 2, X 3与 Y 之间都有很好的线性关联Ζ 但相对而言

X 2 的关联最差Ζ
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第七步　一致逼近算法过程,输出逼近系数如下:

- 8. 183476e + 01 - 2. 83241e + 01 - 4. 457695e + 01 - 0. 000000e + 00

- 9. 009301e + 01 - 2. 880612e + 01 - 1. 273961e + 00 2. 457784e + 01

- 6. 750706e + 01 - 2. 229463e + 01 - 3. 603187e + 00 1. 694623e + 01

- 3. 670105e + 01 6. 018483e + 00 - 2. 759708e + 01 8. 274547e + 00

- 4. 174231e + 02 - 4. 721543e + 02 - 6. 164308e + 02 1. 488026e + 02

- 2. 928755e + 02 3. 340412e + 01 - 6. 559219e + 01 3. 375131e + 02

- 2. 175894e + 03 5. 767623e + 02 - 3. 546701e + 02 7. 958941e + 02

- 4. 234000e + 01 - 1. 777559e + 01 - 1. 400290e + 01 1. 202591e + 01

　　第八步　最后评价结果

5. 600000e + 01　5. 200000e + 01　4. 000000e + 01　2. 200000e + 01

3. 600000e + 02　1. 200000e + 02　1. 098000e + 03　2. 600000e + 01

　　第九步　最优排序

{广东,江苏,浙江,河北,山西,内蒙,甘肃,辽宁}

　　第十步　意义解释: 由最终排序可以看出,广东自改革开放以来就是我国的经济窗口,国家对其投资

大,政策优惠,所以广东的经济发展在 8个省中居于首位Ζ 江浙一带工业发达,乡镇企业也很活跃,经济水

平也在前列Ζ 而我国中部的河北、山西发展居中游Ζ 辽宁向来是我国的重工业基地,但近几年来,重工业不

景气,所以辽宁发展有些滞后Ζ

参考文献:

[ 1 ]　帕失利迪斯 (美) 1结构模式识别 1上海:上海科学技术文献出版社 1
[2 ]　汪应洛 1系统工程理论方法与应用 1北京:高等教育出版社, 1992

[3 ]　杨维权等 1多元统计分析 1北京:高等教育出版社, 19901
[4 ]　赵希男 1主成分分析法评价功能浅析 1系统工程, 1995, 13 (2) : 24～ 271
[5 ]　朱孔来 1评价指标的非线性无量纲模糊处理方法 1系统工程, 1996, 14 (6) : 58～ 621
[ 6 ]　姜旭平等 1PCA 方法及其在多准则评估模型中的应用 1系统工程理论与实践, 1997, 17 (4) : 110～

1151
[7 ]　严鸿和等 1专家评分机理与最优综合评价模型 1系统工程理论与实践, 1989, 9 (2) : 19～ 23.

59第 12期 广义关联分析——兼论灰色关联的本质

© 1995-2005 Tsinghua Tongfang Optical Disc Co., Ltd.   All rights reserved.


